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Re´sume´
Nous introduisons un anneau de Grothendieck des champs d’Artin
supe´rieurs qui ge´ne´ralise la notion d’anneau de Grothendieck des varie´te´s.
Nous montrons que cet anneau est non trivial en remarquant qu’il fac-
torise l’invariant nombre de points rationels sur un corps fini. Dans une
seconde partie nous introduisons la notion de champs spe´ciaux, qui ont des
groupes d’homotopie pii affines, et unipotents pour i > 1. Notre the´ore`me
principal affirme que le morphisme naturel de l’anneau de Grothendieck
des varie´te´s vers celui des champs spe´ciaux induit un isomorphisme apre`s
inversion des classes de A1 et de Ai − {0} pour i > 0. Nous de´duisons
de ceci que de nombreux invariants nume´riques (nombres de Hodge, car-
acte´ristique d’Euler motivique ou l-adique) s’e´tendent de fac¸on unique en
des invariants de champs spe´ciaux. En particulier, nous obtenons une
version de la formule des traces pour les champs d’Artin spe´ciaux de type
fini sur un corps fini, qui identifie le nombre de points rationels a` la trace
du Frobenius sur la carate´ristique d’Euler l-adique a` support compact.
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1 Introduction
Les n-champs d’Artin sont des ge´ne´ralisations des 1-champs1 alge´briques au
sens de [La-Mo], et qui apparaissent naturellement comme objets repre´sentants
certains proble`mes de modules qui ne sont (en ge´ne´ral) pas repre´sentables par
des 1-champs alge´briques (voir [To1] pour une introduction plus de´taille´e). Les
bases d’une the´orie des n-champs d’Artin sont aujourd’hui e´tablies (voir [Si1]
et [HAGII, §2.1]), et plusieurs exemples de tels objets ont e´te´ construits (voir
par exemple [To-Va]). Il est alors naturel de se poser la question suivante : Que
gagne-t-on a` savoir qu’un proble`me de modules est repre´sentable par un n-champ
d’Artin ? Il existe de nombreuses approches possibles a` cette question tre`s
ge´ne´rale: on peut par exemple se demander quels sont les invariants alge´brico-
ge´ome´triques de´finis pour les varie´te´s alge´briques que l’on peut e´tendre en des
invariants de n-champs d’Artin. C’est ce que nous ferons dans ce travail, mais
en se retreingant aux invariants additifs (e.g. caracte´ristiques d’Euler, nombre
de points sur un corps fini, polynoˆmes de Hodge . . . ).
Dans le cadre des varie´te´s alge´briques (ou plus ge´ne´ralement des sche´mas
de type fini sur un anneau noethe´rien k), il existe un invariant additif universel
qui prend ses valeurs dans un certain anneau de Grothendieck K(V(k)), de´fini
comme le groupe abe´lien engendre´ par les classes d’isomorphismes de varie´te´s
et en imposant la relation [X ] = [X − Y ] + [Y ] pour toute sous-varie´te´ ferme´e
Y ⊂ X (voir [D-L], voir aussi Def. 3.9 ou` nous utilisons une relation plus forte
lorsque k n’est pas de caracte´ristique nulle). Dans ce travail nous introduisons un
anneau de Grothendieck K(CHft(k)) des champs d’Artin supe´rieurs de type fini
sur k (voir Def. 3.2). La de´finition K(CHft(k)) suit celle pour les varie´te´s mais
avec une relation supple´mentaire qui trivialise certaines fibrations localement
triviales pour la topologie de Zariski (voir Def. 3.2 (3)). Il est a` noter que
cette nouvelle relation est toujours satisfaite dans le cas des varie´te´s, mais est
indispensable pour traiter le cas des champs. Une premie`re observation est que
1Par la suite le mot champ signifiera un n-champ pour un certain n, et ainsi nous utiliserons
l’expression 1-champ pour faire re´fe´rence a` la notion usuelle telle qu’expose´e dans [La-Mo].
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l’anneau K(CHft(k)) est non-nul. Nous montrons cela lorsque k = Fq est un
corps fini, et en de´finissant un morphisme d’anneaux
µ : K(CHft(k)) −→ Q
qui compte le nombre de points rationels en un sens convenable (i.e. en tenant
compte de l’existence des groupes d’homotopie supe´rieurs des champs, voir Prop.
3.5).
Dans une seconde partie nous nous restreignons au cas des champs d’Artin
spe´ciaux, qui par de´finition ont des groupes d’homotopie πi line´aires et de plus
unipotents pour i > 1 (voir Def. 3.8). Il se trouve que la classe des champs
spe´ciaux contient de´ja` de nombreux exemples inte´ressants, comme par exemple
tous les 1-champs d’Artin dont la diagonale est affine, ou encore les champs
classifiants des structures line´aires comme le champMT construit dans [To-Va].
Les champs spe´ciaux jouent aussi un roˆle important en the´orie de Hogde non-
abe´lienne ou` ils sont appele´s champs tre`s pre´sentables (voir [Si2, Si3]). On
conside´rera alors l’anneau de Grothendieck K(CHsp(k)) des champs spe´ciaux
de´fini de manie`re analogue a` l’anneau K(CHtf (k)). Par construction, il existe
un morphisme naturel
K(V(k)) −→ K(CHsp(k))
induit par l’incusion des varie´te´s dans les champs d’Artin. Notre the´ore`me
principal est le suivant.
The´ore`me 1.1 Soit L = [A1] ∈ K(V(k)) la classe de la droite affine, et
1 := [Spec k]. Notons K(V(k))[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] l’anneau localise´ obtenu
en inversant L ainsi que tous les Li − 1 pour i > 0. Alors, le morphisme induit
K(V(k))[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ K(CH
sp(k))
est un isomorphisme. Ainsi, tout invariant additif de varie´te´s a` valeurs dans
un anneau A
φ : K(V(k)) −→ A,
tel que φ(L) et les φ(Li − 1) soient inversibles pour tout i > 0, s’e´tend de fac¸on
unique en un invariant additif de champs d’Artin spe´ciaux
K(CHsp(k)) −→ A.
Ce the´ore`me re´pond ainsi en partie a` la question originale, de savoir quels
sont les invariants de varie´te´s qui s’e´tendent en des invariants de champs d’Artin
supe´rieurs. Sa de´monstration repose sur un de´vissage des n-champs spe´ciaux en
des pieces e´le´mentaires qui sont ou bien des sche´mas ou bien des champs de la
forme K(Ga, n) avec n > 1, ou bien des 1-champs quotients [X/Glr] avec X un
espace alge´brique muni d’une action du groupe Glr. Les pre´requis ne´cessaires
pour pouvoir effectuer ces de´vissages sont donne´s dans les premiers paragraphes.
En corollaire de ce the´ore`me nous obtenons l’existence de nombreux invari-
ants additifs de champs d’Artin spe´ciaux, tel les nombres de Hodge ou encore les
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caracte´ristiques d’Euler l-adiques et motiviques (voir §3.5). On de´duit aussi de
ce the´ore`me une version de la formule des traces pour les champs spe´ciaux, qui
identifie le nombre de points rationels sur un corps fini a` la trace du Frobenius
sur la caracte´ristique d’Euler l-adique (voir Prop. 3.22).
Deux remarques pour terminer cette introduction. Mise a` part l’invariant µ
de´fini dans la proposition 3.2 nous ne construisons pas dans ce travail d’autres
invariants de´finis sur K(CHtf (k)). Cependant, on peut par exemple de´finir un
invariant du type caracte´ristique d’Euler l-adique qui prolonge celui de´fini pour
les champs spe´ciaux. Cette construction demande l’existence d’un formalisme
l-adique pour les champs supe´rieurs qui n’est pour le moment pas disponible
dans la litte´rature (voir cependant [Be, L-O] pour le cas des 1-champs, ou` un tel
formalisme est de´veloppe´). Un travail non publie´ ([To-Va-Ve]) devrait fournir
un formalisme l-adique suffisemment sophistique´ pour permettre la construction
d’un tel invariant, et je renvoie donc a` ce travail futur ou` cette question sera
probablement traite´e.
Par ailleur, la relation (3) de la de´finition 3.2 de l’anneau de Grothendieck
K(CHtf (k)) n’est vraiment justifie´e parceque l’on ne s’inte´resse par la suite
qu’aux champs d’Artin spe´ciaux. Dans le cas ge´ne´ral il serait plus naturel
d’utiliser la relation analogue, mais plus forte, valable pour toute F0-fibration
Zariski localement triviale et pour tout champ F0. Il me semble que lorsque
l’on se restreint aux champs spe´ciaux cela donne un anneau de Grothendieck
isomorphe a` celui de´fini dans la de´finition 3.8. Dans le cas ge´ne´ral cela donne
un anneau de Grothendieck probablement de taille plus raisonable que celui de
notre de´finition 3.2. Quoiqu’il en soit, l’analogue de notre the´ore`me 1.1 n’est
de toute fac¸on pas valable pour des champs d’Artin ge´ne´raux, et c’est la rai-
son pour laquelle je me suis contente´ des de´finitions 3.2 et 3.8, certes moins
naturelles mais certainement plus faciles a` manipuler.
Remerciements: Je remercie M. Vaquie´ et G. Vezzosi pour plusieurs dis-
cussions sur la notion d’invariants additifs de champs supe´rieurs qui m’ont mo-
tive´ pour e´crire ce texte. Je remercie aussi J. Schu¨rmann pour m’avoir signale´
une erreur dans une premie`re version de ce travail.
Conventions et notations: Tout au long de ce travail k sera un anneau
(associatif, commutatif et unitaire) noethe´rien.
2 Pre´liminaires sur les n-champs d’Artin
Dans cette premie`re section, nous rappelons quelques de´finitions sur les champs
n-ge´ome´triques au sens de [HAGII, §2.1], et nous en donnons quelques exemples
e´le´mentaires. Nous introduisons aussi la notion de gerbes et de gerbes totales,
qui sont des analogues supe´rieurs de la notion usuelle de gerbes. Un re´sultat
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cle´ pour la suite est que tout n-champ d’Artin fortement de pre´sentation finie
posse`de une stratification par des gerbes totales. Nous utiliserons la de´finition
de champs d’Artin base´e sur la topologie fppf, et dont les atlas sont des atlas
plats et de pre´sentation finie. Cette notion, qui diffe`re a` priori de la notion de
champs d’Artin base´e sur la topologie e´tale et atlas lisse (telle que pre´sente´e
dans [Si1, HAGII]), lui est en re´alite´ e´quivalente (voir [To3]). L’utilisation de la
topologie plate, qui suppose implicitement les re´sultats de [To3], simplifiera les
e´nonce´s de de´vissages en gerbes que nous allons pre´senter de ce paragraphe.
2.1 Rappel des de´finitions
Rappelons que k −Aff∼,fppf de´signe la cate´gorie de mode`les des pre´faisceaux
simpliciaux sur le site des k-sche´mas affines munie de la topologie fide`lement
plate et de pre´sentation finie (fppf pour faire court). On rappelle que les
e´quivalences sont les e´quivalences locales (e.g. les morphismes induisant des
isomorphismes sur tous les faisceaux d’homotopie, pour la topologie fppf), et
que l’on utilise la structure projective de´crite dans [Bl] (voir aussi [HAGI]).
Nous passerons sous silence les histoires d’univers, et l’on renvoit a` [HAGII]
pour plus de de´tails. La cate´gorie homotopique St(k) est simplement appele´e
la cate´gorie des champs, et ses objets seront appele´s des champs. Les ensem-
bles de morphismes dans St(k) seront note´s [−,−]. De meˆme un morphisme de
champs sera toujours un morphisme dans St(k). Plus pre´cise´ment, nous dirons
qu’un champ F est un n-champ, si pour tout i > n, tout X ∈ k − Aff et tout
x ∈ F (X), le faisceau fppf en groupes πi(F, x), associe´ au pre´faisceau
πpri (F, x) : k −Aff/X −→ Gp
(f : Y → X) 7→ πi(F (Y ), f∗(x)),
est trivial. Comme il est explique´ dans [HAGI], la sous-cate´gorie pleine de St(k)
forme´e des 0-champs est naturellement e´quivalente a` la cate´gorie Sh(k −Aff)
des faisceaux en ensembles sur k−Aff . Le plongement de Yoneda k−Aff −→
Sh(k−Aff) permet donc d’identifier la cate´gorie k−Aff avec une sous cate´gorie
pleine de St(k). Par la suite, nous fairons cette identification de fac¸on implicite.
Pour un objet F ∈ St(k) nous noterons (en faisant un abus de notation)
F (A) ∈ SEns la valeur d’un remplacement fibrant de F sur A. En d’autres
termes on peut e´crire
F (A) ≃Map(SpecA, F ),
ou` le Map est calcule´ dans la cate´gorie de mode`les k−Aff∼,fppf (noter que ce
que nous notons F (A) est note´ RF (A) dans [HAGII]). Ceci signifie simplement
que nous prenons soins de toujours effectuer un remplacement fibrant (i.e. de
passer au champ associe´) avant d’e´valuer en un point A.
Nous dirons de manie`re e´quivalente que deux champs F et F ′ sont e´quivalents
ou bien qu’ils sont isomorphes dans St(k).
Avant de passer aux champs ge´ome´triques signalons que la cate´gorie k −
Aff∼,fppf est un topos de mode`les, au sens de [HAGI]. Ainsi, bien que la
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cate´gorie des champs St(k) ne soit pas un topos (par exemple elle ne posse`de
pas de limites), on dispose tout de meˆme d’analogues homotopiques du com-
portement bien connu des faisceaux. Par exemple, l’existence de limites et de
colimites homotopiques, les notions de monomorphismes (ceux qui induisent des
monomorphismes sur les faisceaux π0 et des isomorphismes sur tous les πi pour
i > 0) et d’e´pimorphismes (ceux qui induisent des e´pimorphismes de faisceaux
sur les faisceaux π0), d’effectivite´ de certains quotients . . . . On renvoit a` [HAGI]
ou` le lecteur pourra trouver des pre´cision sur cette notion de topos de mode`les.
Les produits fibre´s homotopiques dans St(k) seront note´s F ×hG H .
La de´finition des champs ge´ome´triques proce`de par la re´currence suivante.
• Un champ est (−1)-ge´ome´trique si c’est un sche´ma affine.
• Un morphisme de champs F −→ G est (−1)-repre´sentable si pour tout
X ∈ k −Aff , et tout morphisme de champs X −→ G, le champ F ×hG X
est (−1)-ge´ome´trique. Un tel morphisme est plat de pre´sentation finie si
de plus le morphisme induit F ×gG X −→ X est un morphisme plat et de
pre´sentation finie entre sche´mas affines.
• Soit n ≥ 0 un entier. Supposons que pour tout m < n la notion de
champs m-ge´ome´triques soit de´finie, ainsi que la notion de morphismesm-
repre´sentables et de morphismes m-repre´sentables plats et de pre´sentation
finie.
– Un champ F est n-ge´ome´trique s’il ve´rifie les deux conditions suiv-
antes.
∗ Le morphisme diagonal F −→ F × F est (n− 1)-repre´sentable.
∗ Il existe des sche´mas affines Xi et un e´pimorphisme de champs
(i.e. dont le morphisme induit sur les faisceaux π0 soit un e´pimorphisme
de faisceaux d’ensembles)
p :
∐
Xi −→ F,
tel que chaque morphismeXi −→ F (qui est (n−1)-repre´sentable
par la premie`re condition sur la diagonale) soit plat et de pre´sentation
finie. Un tel morphisme p est appele´ un n-atlas, ou simplement
un atlas si l’on ne souhaite pas spe´cifier n.
– Un morphisme F −→ G est n-repre´sentable si pour toutX ∈ k−Aff ,
et tout morphisme de champs X −→ F , le champ F ×hG X est n-
ge´ome´trique.
– Un morphisme n-repre´sentable F −→ G est lisse si pour tout X ∈
k−Aff et tout morphisme de champs X −→ F , il existe un n-atlas
∐
Xi −→ F ×
h
G X,
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tel que chacun des morphismes de sche´mas
Xi −→ X
soit plat et de pre´sentation finie.
Il est de´montre´ dans [HAGII] que la notion de champs n-ge´ome´triques se
comporte comme on le souhaite. Par exemple, la sous-cate´gorie des champs n-
ge´ome´triques est stable par produits fibre´s homotopiques, et eˆtre n-ge´ome´trique
est une proprie´te´ locale pour la topologie fppf.
Il est important de noter qu’un champ F qui est n-ge´ome´trique est automa-
tiquement un n-champ (voir [HAGII]). En contre partie, un n-champ F peut
tout a` fait eˆtrem-ge´ome´trique pourm > n, et ne pas eˆtre n-ge´ome´trique. Ainsi,
la complexite´ ge´ome´trique est toujours supe´rieure a` la complexite´ homotopique,
et peut-eˆtre strictement plus grande. Par exemple, un faisceau repre´sentable par
un sche´ma sans aucune hypothe`se de se´paration est un champ 1-ge´ome´trique
mais pas 0-ge´ome´trique en ge´ne´ral. Nous adopterons ainsi la de´finition suivante.
De´finition 2.1 Un n-champ d’Artin est un n-champ qui est m-ge´ome´trique
pour un certain entier m. Un champ d’Artin est un champ qui est un n-champ
d’Artin pour un certain entier n.
Le the´ore`me principal de [To3] affirme que la notion pre´ce´dente de n-champs
d’Artin coincide avec celle pre´sente´e dans [Si1, HAGII]. On voit ainsi aise´ment
qu’un faisceau sur k − Aff est repre´sentable par un espace alge´brique si et
seulement si c’est un 0-champ d’Artin au sens de la de´finition ci-dessus.
Tout comme il est explique´ dans [HAGII], toute proprie´te´ Q de morphismes
dans k − Aff qui est locale pour la topologie fppf, s’e´tent de fac¸on naturelle
en une proprie´te´ de morphismes entre n-champs d’Artin. Ainsi peut-on par-
ler de morphismes plats. Pour parler de morphismes lisses il est pre´fe´rable
d’utiliser l’existence d’atlas lisses. Nous dirons ainsi qu’un morphisme de n-
champs d’Artin f : F −→ G est lisse, s’il existe des atlas lisses U =
∐
i Ui → F
et V =
∐
i Vi → G, et un diagramme commutatif
U //
g

F
f

V // G,
avec g lisse.
Rappelons aussi qu’un morphisme de champs f : F −→ G est un monomor-
phisme, si le morphisme naturel
F −→ F ×hG F
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est un isomorphisme dans St(k). De manie`re e´quivalente f induit un monomor-
phisme sur les faisceaux π0 et des isomorphismes sur tous les faisceaux πi pour
i > 0 (et tout choix de point de base). On de´finit alors les immersions ouvertes
comme e´tant les monomorphismes lisses. Les immersions ferme´es sont de´finies
directement comme les morphismes f : F −→ G tels que pour tout X ∈ k−Aff ,
et tout morphisme X −→ G, le morphisme F ×hG X −→ X soit une immersion
ferme´e de sche´mas affines.
Rappelons aussi les conditions de finitudes suivantes.
• Un champ F est quasi-compact s’il existe un sche´ma affine X et un
e´pimorphisme de champs X −→ F .
• Un champ 0-ge´ome´trique (i.e. un sche´ma affine) est fortement quasi-
compact.
• Un morphisme 0-repre´sentable F −→ G est fortement quasi-compact.
• Par re´currence sur n, si F est un champ n-ge´ome´trique, nous dirons que F
est fortement quasi-compact si les deux conditions suivantes sont satifaites.
– Le morphisme diagonal F −→ F × F est fortement quasi-compact.
– Le champ F est quasi-compact.
• Par re´currence sur n, nous dirons qu’un morphisme n-repre´sentable F −→
G est fortement quasi-compact si pour tout sche´ma affine X et tout mor-
phisme X −→ F , le champ n-ge´ome´trique F ×hG X est fortement quasi-
compact.
• Un champ d’Artin F est localement de pre´sentation fini s’il existe un n-
atlas
∐
Xi −→ F ou` chaque Xi est un sche´ma affine de pre´sentation finie
sur Spec k.
• Un champ d’Artin F est fortement de pre´sentation fini s’il est localement
de pre´sentation fini et fortement quasi-compact.
Terminons cette premie`re section par les touts premiers exemples de champ
d’Artin, les champs classifiants. Si G est un sche´ma en groupes abe´liens de
pre´sentation finie et plat sur Spec k, alors on peut de´finir un pre´faisceau simpli-
cial
K(G,n) : k −Alg −→ SEns
A 7→ K(G(A), n),
ou` comme d’habitude K(H,n) est un ensemble simplicial dont tous les groupes
d’homotopie sont triviaux sauf πn(K(H,n)) ≃ H . Cet objet est un pre´faisceau
simplicial et sera donc conside´re´ comme objet dans St(k). Il est facile de voir
que K(G,n) est un n-champ d’Artin, plat et fortement de pre´sentation finie sur
Spec k. Le champ K(G,n) est de plus lisse sur Spec k de`s que n > 0, car le
point global ∗ −→ K(G,n) est un atlas plat et de pre´sentation: K(G,n) est
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donc localement pour la topologie fppf lisse sur Spec k, et est donc lisse sur
Spec k.
Pour tout k-sche´ma X , on dispose d’isomorphismes naturels
[X,K(G,n)] ≃ Hnfppf (X,G).
Ainsi, d’apre`s les re´sultats de [To3], on a
[X,K(G,n)] ≃ Hnet(X,G)
de`s que G est lisse.
Enfin, lorsque G n’est plus ne´cessairement abe´lien on dispose tout de meˆme
du 1-champ classifiant K(G, 1), qui est lisse sur Spec k.
2.2 Gerbes
Soit F ∈ St(k) un champ, et conside´rons π0(F ) le faisceau (pour la topologie
fppf) associe´ au pre´faisceau X 7→ π0(F (X)).
De´finition 2.2 Le faisceau des modules grossier du champ F est le faisceau
π0(F ). Nous le noterons M(F ).
La notion de gerbe que l’on trouve dans la litte´rature est varie´e, et elle diffe´re
suivant les contextes. Nous adopterons la terminologie suivante.
De´finition 2.3 Un champ F est une gerbe si les trois conditions suivantes sont
satisfaites
1. Le champ F est un champ d’Artin fortement de pre´sentation finie.
2. Le faisceau M(F ) est espace alge´brique (i.e. un 0-champ d’Artin).
3. Le morphisme naturel F −→M(F ) est plat.
Nous insistons sur le fait qu’une gerbe sera toujours pour nous un champ
d’Artin fortement de pre´sentation finie, ce qui n’est pas un terminologie tout a`
fait standard.
Nous rappelons que pour un champ F , on de´finit le champ d’inertie IF (aussi
appele´ le champ des lacets) par
IF :=Map(S
1, F ) ≃ F ×hF×F F,
ou` S1 est le champ associe´ au pre´faisceau simplicial constant e´gal au cercle
simplicial S1 := ∆1/∂∆1, et ou` Map de´signe le Hom interne de la cate´gorie
homotopique des champs. Le choix d’un point de base ∗ ∈ S1 de´finit une
projection naturelle
IF −→ F,
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qui peut aussi se voir comme l’une des deux projections
F ×hF×F F −→ F.
Avec ces notations, le re´sultat fondamental est le crite`re suivant, bien connu
pour les 1-champs d’Artin (voir par exemple [La-Mo]).
Proposition 2.4 Un champ d’Artin F est une gerbe si et seulement s’il est
fortement de pre´sentation finie et si de plus le morphisme naturel
IF −→ F
est plat.
Preuve: C’est la meˆme que pour le cas n = 1 traite´ dans [La-Mo]. Re´sumons-
la brie`vement.
Commenc¸ons par voir que la condition est ne´cessaire. Pour cela on remarque
que le fait que IF −→ F soit plat est une condition locale pour la topologie plate
de pre´sentation finie surM(F ). On peut donc supposer par changement de base
queM(F ) = Spec k, et meˆme que la projection naturelle F −→M(F ) = Spec k
posse`de une section, x : Spec k −→ F . Soit U −→ F un morphisme fide`lement
plat avec U un sche´ma affine (par exemple un atlas). CommeM(F ) = Spec k on
peut, quitte a` prendre un recouvrement plat de U , supposer que le morphisme
U −→ F , se factorise par le point x
U −→ Spec k −→ F.
Alors, comme U −→ F et U −→ Spec k sont plats, on en de´duit que x :
Spec k −→ F est un morphisme plat. Ainsi, le champ des lacets en x
ΩxF := Spec k ×
h
F Spec k
est un champ plat sur Spec k. Or, il existe un diagramme homotopiquement
carte´sien de champs
ΩxF //

Spec k
x

IF // F.
Comme le morphisme x : Spec k −→ F est fide`lement plat, ceci implique bien
que le morphisme IF −→ F est plat.
Supponsons maintenant que F soit un n-champ d’Artin fortement de pre´sentation
finie et que IF −→ F soit plat. Soit X0 −→ F un atlas de F (par quasi-
compacite´ on prendra X0 un sche´ma affine), et conside´rons
f : X1 := X0 ×
h
F X0 −→ X0 ×X0.
On note R le sous-faisceau de X0 ×X0 image du morphisme f . C’est le graphe
d’une relation d’e´quivalence sur X0, et on a un isomorphisme de faisceaux
M(F ) ≃ X0/R. Pour montrer que M(F ) est un espace alge´brique il nous
faut donc montrer les deux assertions suivantes:
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1. Le faisceau R est repre´sentable par un espace alge´brique localement de
pre´sentation finie.
2. Le morphisme R ⊂ X0 ×X0 −→ X0 est plat.
Pour commencer, le morphisme diagonal R −→ R × R est un morphisme
repre´sentable affine car R est un sous-faisceau d’un sche´ma affine. On conside`re
de plus le morphisme surjectif
X1 −→ R.
Pour tout sche´ma affine S, et tout morphisme S −→ R, on dispose de deux
morphismes induits x : S −→ F et y : S −→ F , ou encore de deux points x et
y dans F (S). Le produits fibre´ homotopique X1 ×hR S s’identifie, en tant que
champ sur S, au champ des chemins de x a` y
X1 ×
h
R S ≃ S ×
h
F S =: Ωx,yF −→ S.
Le champ Ωx,yF est localement non vide pour la topologie fppf sur S (car x et
y proviennent d’un morphisme S −→ R). Ainsi, le champ Ωx,yF est localement
e´quivalent pour la topologie fppf sur S au champ ΩxF , des lacets en x. Par
hypothe`se sur F , le champ ΩxF est plat de pre´sentation finie sur S, et ainsi on
voit que la projection
X1 ×
h
R S −→ S
est un morphisme plat de pre´sentation finie. Comme ceci est valable pour tout
sche´ma affine S et tout morphisme S −→ R, on voit que le morphisme de
champs
X1 −→ R
est surjectif, plat et de pre´sentation finie. En composant avec un atlas pour X1
on trouve donc un atlas pour R.
Il nous reste a` montrer que la premie`re projection R ⊂ X0 ×X0 −→ X0 est
un morphisme plat et de pre´sentation finie. Mais, on dispose d’un diagramme
commutatif de champs
X1
s
!!C
C
C
C
C
C
C
C
p

R q
// X0,
et comme s et p sont plats de pre´sentation finie et surjectifs il en est de meˆme
de q. Ceci termine la preuve que le faiscau π0 est repre´sentable par un espace
alge´brique de pre´sentation finie, qui est le quotient X0/R. De plus, on dispose
d’un diagramme commutatif de champs
X0
a
##F
F
F
F
F
F
F
F
b

F pi
// M(F ),
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avec a et b plats et surjectifs. Ainsi, le morphisme π est lui-meˆme plat. ✷
Corollaire 2.5 Soit F un champ d’Artin fortement de pre´sentation fini. Alors
F admet une stratification par des sous-champs localement ferme´s qui sont des
gerbes re´duites. En d’autres termes, il existe une suite finie de sous-champs
ferme´s
∅ = Fr+1 ⊂ Fr ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ F0 = F
tel que chaque champ Fi − Fi+1 soit une gerbe re´duite.
Preuve: En posant F1 := Fred on se rame`ne imme´diatement au cas ou`
F est re´duit. Comme k est noethe´rien les champs fortement de pre´sentation
finie sont noethe´riens (i.e. toute chaine de´croissante de sous-champs ferme´s
est stationaire). Ainsi, par re´currence noethe´rienne il nous suffit de voir que
pour tout champ d’Artin fortement de pre´sentation fini et re´duit F , il existe un
sous-champ ouvert U ⊂ F tel que le champ d’inertie
IU ≃ IF ×
h
F U −→ U
soit plat. Mais ceci se de´duit aise´ment de la platitude ge´ne´rique pour les sche´mas
affines qui s’e´tend sans proble`mes aux champs d’Artin. ✷
On peut eˆtre plus pre´cis au sujet du corollaire 2.5, en remarquant que tout
stratification de F par des sous-champs localement ferme´s peut eˆtre rafine´e en
une stratification par des gerbes re´duites. De plus, deux telles stratifications
par des gerbes re´duites peuvent eˆtre rafine´es par une meˆme troisie`me.
2.3 Repre´sentabilite´ des faisceaux d’homotopie
Soit F une gerbe re´duite. On rappelle que pour tout sche´ma X et tout mor-
phisme x : X −→ F , on dispose de faisceaux en groupes πi(F, x) sur X .
Proposition 2.6 Pour toute gerbe re´duite F , il existe un ouvert non-vide U de
F , tel que pour tout sche´ma X affine, tout morphisme x : X −→ U et tout entier
i > 0, le faisceau πi(F, x) soit repre´sentable par espace alge´brique en groupes
plat et de type fini sur X.
Preuve: On raisone par re´currence sur un entier n tel que F soit un n-champ
d’Artin.
Lorsque n = 1, pour tout sche´ma X et tout morphisme x : X −→ F on a
un isomorphisme de faisceaux sur X
π1(F, x) ≃ IF ×
h
F X.
Comme le morphisme IF −→ F est repre´sentable de type fini, ceci implique
que π1(F, x) est n-repre´sentable (pour un certain n) par un espace alge´brique
de type fini. De plus, la proposition 2.4 implique que π1(F, x) est plat sur X .
Ainsi, dans ce cas on peut prendre U = F .
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Supposons maintenant que n > 1, et supposons la proposition de´montre´e
pour tous les m-champs d’Artin pour m < n. Notons M = M(F ) l’espace de
modules de F . Soit X un sche´ma affine, et x : X −→ F un atlas lisse. Le champ
F e´tant un n-champ d’Artin, le faisceau πn(F, x) s’identifie au n-e`me champ des
lacets Ω
(n)
x F (on rappelle que l’on a par de´finition Ω
(n)
x F = ΩeΩ
(n−1)
x F , ou` e
est le point distingue´ de Ω
(n−1)
x F correspondant au lacet constant en x). Ceci
implique que πn(F, x) est repre´sentable par un espace alge´brique sur X . Soit
X ′ un ouvert non-vide de X tel que πn(F, x) soit de plus plat sur X (un tel
ouvert existe car F , et donc X est re´duit). L’image F ′ du morphisme X ′ −→ F
est alors un sous-champ ouvert qui est tel que pour tout sche´ma Y et tout
morphisme y : Y −→ F ′, le faisceau πn(F, y) est repre´sentable par un espace
alge´brique plat et de type fini sur Y . On conside`re maintenant le morphisme de
troncation (voir [HAGI])
F −→ τ≤n−1F.
Pour tout sche´ma X et tout morphisme z : X −→ τ≤n−1F , le morphisme
F ×hτ≤n−1F X −→ X est localement (pour la topologie fppf) sur X e´quivalent
a` un morphisme de la forme K(πn(F, x), n) −→ X , pour un point x qui rele`ve
z. Or, le champ K(πn(F, x), n) est un n-champ d’Artin, et de plus le mor-
phisme K(πn(F, x), n) −→ X est un morphisme lisse. Ceci montre que le champ
F ×hτ≤n−1F X est un n-champ d’Artin (voir [HAGII, Prop. 1.3.3.4]), et donc que
morphisme
F −→ τ≤n−1F
est m-repre´sentable (pour un certain m ≥ n) lisse, fortement de pre´sentation
finie, et surjectif. En composant avec un atlas pour F on trouve donc un atlas
pour τ≤n−1F , ce qui montre que τ≤n−1F est un (n−1)-champ d’Artin. Comme
F est de plus un champ d’Artin fortement de pre´sentation finie, ceci implique
que τ≤n−1F est aussi un champ d’Artin fortement de pre´sentation finie.
Le (n − 1)-champ d’Artin τ≤n−1F est alors lui-meˆme une gerbe. En effet,
on a M(τ≤n−1F ) = M(F ). De plus, comme les morphismes F −→ τ≤n−1F et
F −→M(F ) sont tous deux fide`lement plats, il en est de meˆme du morphisme
τ≤n−1F −→M(τ≤n−1F ) =M(F ).
Ainsi, par induction on sait qu’il existe un sous-champ ouvert V de τ≤n−1F
qui satisfait aux conditions de la proposition pour τ≤n−1F . L’image inverse de
cet ouvert par le morphisme F −→ τ≤n−1F est le sous-champ ouvert cherche´. ✷
Au vu de la proposition pre´ce´dente nous introduisons la de´finition suivant.
De´finition 2.7 Un champ F est une gerbe totale si c’est une gerbe, et si de
plus pour tout sche´ma affine X, tout morphisme x : X −→ F et tout entier
i > 0, le faisceau πi(F, x) est repre´sentable par un espace alge´brique plat sur X.
De la proposition 2.6 et par re´currence noethe´rienne on tire le corollaire
important suivant.
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Corollaire 2.8 Soit F un champ d’Artin fortement de pre´sentation fini. Alors
F admet une stratification par des sous-champs localement ferme´s qui sont des
gerbes totales re´duites. En d’autres termes, il existe une suite finie de sous-
champs ferme´s
∅ = Fr+1 ⊂ Fr ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ F0 = F
tel que chaque champ Fi − Fi+1 soit une gerbe totale re´duite.
Le corollaire 2.8 posse`de la conse´quence important suivante.
Corollaire 2.9 Soit F un champ d’Artin fortement de pre´sentation finie, X
un sche´ma affine re´duit, et et x : X −→ F un morphisme. Alors, il existe un
ouvert non-vide U de X, tel que pour tout i > 0, le faisceau en groupes πi(F, x|U )
(de´fini sur k − Aff/U) soit repre´sentable par un espace alge´brique en groupes
plat et de type fini sur U . En particulier, si X = SpecK est le spectre d’un
corps, alors pour tout i > 0 le faisceau πi(F, x) est repre´sentable par un sche´ma
en groupes de type fini sur K.
3 Anneaux de Grothendieck
Nous de´finirrons dans cette section deux anneaux de Grothendieck, un premier
pour les champs d’Artin fortement de pre´sentation finie et un second pour les
champs d’Artin spe´ciaux.
3.1 Anneau de Grothendieck des champs d’Artin forte-
ment de pre´sentation finie
Nous commencerons par quelques de´finitions.
De´finition 3.1 1. Un morphisme f : F −→ F ′ de champs d’Artin est une
g-e´quivalence si pour tout corps alge´briquement clos K, le morphisme
F (K) −→ F ′(K) est une e´quivalence.
2. Soit F0 un champ. Nous dirons qu’un morphisme de champs
F −→ F ′
est une F0-fibration Zariski localement triviale si pour tout sche´ma affine
X et tout morphisme X −→ F ′, il existe un recouvrement Zariski {Ui} de
X, tel que chaque morphisme
F ×hF ′ Ui −→ Ui
soit isomorphe au-dessus de Ui a` la projection naturelle
F0 × Ui −→ Ui.
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Notons maintenant CHtf (k) la sous-cate´gorie pleine de St(k) forme´e des
champs d’Artin fortement de pre´sentation finie sur k. On conside`re le groupe
abe´lien libre Z[CHtf (k)] engendre´ par les classes d’isomorphismes de CHtf (k).
Comme il en est l’usage nous noterons [F ] ∈ Z[CHtf (k)] la classe d’un champ
d’Artin F .
De´finition 3.2 Le groupe de Grothendieck des champs d’Artin est le quotient
de Z[CHtf (k)] par les trois relations suivantes.
1. Pour F et F ′ dans CHtf (k) on a
[F
∐
F ′] = [F ] + [F ′].
2. Pour toute g-e´quivalence F −→ F ′ dans CHtf (k), on a
[F ] = [F ′].
3. Soit F0 un champ qui est soit un sche´ma affine, soit un champ de la
forme K(Ga, n) pour un entier n > 0. Si F −→ F ′ dans CH
tf (k) est une
F0-fibration Zariski localement triviale, alors on a
[F ] = [F ′ × F0].
Ce groupe sera note´ K(CHtf (k)).
On munit aussi K(CHtf (k)) d’une structure d’anneau commutatif en posant
[F ].[F ′] := [F × F ′],
et en ve´rifiant que ceci est compatible aux relations pre´ce´dentes.
Une remarque importante au sujet de la de´finition pre´ce´dente: toute fibra-
tion en K(Ga, n) qui est localement triviale pour la topologie fppf est en re´alite´
une K(Ga, n)-fibration Zariski localement triviale. De fac¸on plus pre´cise, si
f : F −→ F ′ est un morphisme de n-champs d’Artin fortement de pre´sentation
finie, tel qu’il existe un sche´ma affine X et un morphisme fie`lement plat de
pre´sentation finie X −→ F ′ avec F ×F ′ X e´quivalent (comme champ sur X)
a` X ×K(Ga, n), alors f est une K(Ga, n)-fibration Zariski localement triviale.
En effet, pour voir cela il suffit de supposer que F ′ est un sche´ma affine Y .
Le champ A des auto-e´quivalences de K(Ga, n) s’inscrit dans une diagramme
homotopiquement carte´sien
K(Ga, n) //

A

Spec k // Gm.
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Le champ A, comme champ en groupes, est meˆme e´quivalent au produit semi-
direct deGm parK(Ga, n). Ainsi, le champ classifiant des fibrations enK(Ga, n)
localement triviale pour la topologie fppf, qui n’est autre que K(A, 1), s’inscrit
lui dans une diagramme homotopiquement carts´ien
K(Ga, n+ 1) //

K(A, 1)

Spec k // K(Gm, 1).
Le morphisme f : F −→ Y entre alors dans un diagramme homotopiquement
carte´sien
F //

K(Gm, 1)

Y u
// K(A, 1).
Maintenant, en utilisant Hilbert 90, le morphisme u se factorise, localement
pour la topologie de Zariski sur Y , en un morphisme Y −→ K(Ga, n + 1). Ce
dernier morphisme correspond a` u ∈ Hn+1fppf (Y,Ga), qui est donc nul localement
pour la topologie Zariski sur Y car Ga est le faisceau additif sous-jacent d’un
faisceau cohe´rent. En conclusion on voit que le morphisme u : Y −→ K(A, 1)
est localement trivial pour la topologie Zariski sur Y , ou de manie`re e´quivalente
que F −→ Y est une K(Ga, n)-fibration Zariski localement triviale. Ce fait
remarquable sera utilise´ implicitement par la suite.
Lorsque k est de caracte´ristique nulle la notion de g-e´quivalence se simplifie,
et le groupe de Grothendieck K(CHtf (k)) posse`de alors une pre´sentation plus
proche de la de´finition usuelle du groupe de Grothendieck des varie´te´s (tel que
de´finis dans [D-L]).
Proposition 3.3 Supposons que k soit de caracte´ristique nulle. Alors le groupe
K(CHtf (k)) est isomorphe au quotient de Z[CHtf (k)] par les trois relations
suivantes.
1. Pour F et F ′ dans CHtf (k) on a
[F
∐
F ′] = [F ] + [F ′].
2. Pour tout F dans CHtf (k), et tout sous-champ ferme´ F0 ⊂ F , d’ouvert
comple´mentaire F − F0, on a
[F ] = [F0] + [F − F0].
3. Soit F0 un champ qui est soit un sche´ma affine, soit un champ de la
forme K(Ga, n) pour un entier n > 0. Si F −→ F ′ dans CH
tf (k) est une
F0-fibration Zariski localement triviale, alors on a
[F ] = [F ′ × F0].
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Preuve: Notons K ′(CHtf (k)) le groupe de´fini par les relations de la propo-
sition. On dispose d’un morphisme e´vident
Z[CHtf (k)] −→ K(CHtf (k)).
De plus, pour F dans CHtf (k), et tout sous-champ ferme´ F0 ⊂ F , le morphisme
F0
∐
F − F0 −→ F
est une g-e´quivalence. Ceci implique que le morphisme ci-dessus induit un mor-
phisme
K ′(CHtf (k)) −→ K(CHtf (k)).
Pour montrer que cet un isomophisme, il suffit de montrer que le morphisme
e´vident
Z[CHtf (k)] −→ K ′(CHtf (k))
se factorise par K(CHtf (k)), car cela permet de construire un inverse
K(CHtf (k)) −→ K ′(CHtf (k)).
Pour cela il suffit de voir que toute g-e´quivalence f : F −→ F ′ dans CHtf (k),
on ait [F ] = [F ′] dans K ′(CHtf (k)).
Lemme 3.4 Soit f : F −→ F ′ une g-e´quivalence entre champs d’Artin re´duits
dans CHtf (k). Alors il existe un sous-champ ouvert non-vide V ⊂ F ′, tel que
le morphisme induit
F ×hF ′ V −→ V
soit un isomorphisme dans CHtf (k).
Preuve du lemme: Soit X ′ −→ F ′ un atlas avec X ′ un sche´ma affine re´duit.
On conside`re le diagramme homotopiquement carte´sien
X

// X ′

F // F ′.
Par hypothe`se sur f , pour tout corps alge´briquement clos K, le morphisme
X(K) −→ X ′(K) est un e´quivalence, et en particulier X(K) est homotopique-
ment discret (i.e. e´quivalent a` un ensemble). Montrons que cela implique que X
est un espace alge´brique. Pour cela nous montrerons plus ge´ne´ralement qu’un
champ n-ge´ome´trique Y , fortement de pre´sentation finie, et tel que Y (K) soit
(homotopiquement) discret pour tout corps alge´briquement clos K, est un es-
pace alge´brique. Ceci se de´montre par induction sur n comme suit. Soit Y∗ un
groupoide de Segal repre´sentant Y , avec Y0 un sche´ma, et Y1 un champ (n− 1)-
ge´ome´trique lisse sur Y0 (voir [HAGII]). Comme K est alge´briquement clos, le
morphisme
Y0(K) −→ Y (K)
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est surjectif a` homotopie pre`s, et donc Y (K) s’e´crit comme la re´alisation ge´ome´trique
de Y∗(K)
Y (K) ≃ |Y∗(K)|.
Comme l’ensemble simplicial Y0(K) est discret, les fibres homotopiques du mor-
phisme
Y1(K) −→ Y0(K)× Y0(K)
sont e´quivalentes aux espaces de chemins de Y (K), et sont donc ou bien vides
ou bien contractiles. En d’autres termes, Y1(K) est lui-meˆme discret et le mor-
phisme
Y1(K) −→ Y0(K)× Y0(K)
est un monomorphisme. Ceci e´tant valide pour tout corps alge´briquement clos
K, par re´currence on de´duit que Y1 est un espace alge´brique re´duit. Les fibres
ge´ome´triques du morphisme
Y1 −→ Y0 × Y0
sont ou bien vide, ou bien des torseurs sous des sche´mas en groupes. Comme k
est de caracte´ristique nulle ces fibres ge´ome´triques sont donc re´duites, et meˆme
des spectres de corps car elles posse`dent au plus un point ferme´. Ainsi, on voit
que le morphisme Y1 −→ Y0 × Y0 est non ramifie´. Comme il est de plus injectif
sur les points ge´ome´triques il s’agit d’un monomorphisme. Ainsi, le champ
Y , qui est le quotient du groupoide de Segal Y∗, est un espace alge´brique car
quotient de Y0 par la relation d’e´quivalence lisse Y1 −→ Y0 × Y0.
Revenons a` la preuve du lemme et a` notre diagramme homotopiquement
carte´sien
X

// X ′

F // F ′.
Nous savons maintenant que X est un espace alge´brique re´duit, et aussi que
le morpisme X −→ X ′ induit un bijection X(K) −→ X ′(K) pour tout corps
alge´briquement clos K. Comme nous sommes en caracte´ristique nulle, on sait
qu’il existe un ouvert non-vide U de X ′, tel que le morphisme induit
X ×hX U −→ U
soit un isomorphisme. L’image V de cet ouvert dans F ′ ve´rifie clairement les
conditions du lemme. ✷
Revenons a` la preuve de la proposition. Il il suffit de voir que toute g-
e´quivalence f : F −→ F ′ dans CHtf (k), on ait [F ] = [F ′] dans K ′(CHtf (k)).
Tout d’abord, comme Fred : Fred −→ F ′red est encore une g-e´quivalence, et
que [Fred] = [F ], [F
′
red] = [F
′] dans K ′(CHtf (k)), on peut supposer F et F ′
re´duits. On remarque aussi que la retriction de f a` un sous-champ localement
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ferme´ de F ′ reste une g-e´quivalence. Des applications successives du lemme
3.4, impliquent alors que l’on puisse trouver des suites de´croissantes de ferme´s
re´duits
Fr+1 = ∅ ⊂ Fr ⊂ . . . F1 ⊂ F0 = F
F ′r+1 = ∅ ⊂ F
′
r ⊂ . . . F
′
1 ⊂ F
′
0 = F
′,
avec Fi = (F
′
i ×
h
F ′ F )red, et tel que les morphismes induits
Fi − Fi−1 −→ F
′
i − F
′
i−1
soient des isomorphismes pour tout i. On a alors
[F ] = Σi[Fi − Fi−1] = Σi[F
′
i − F
′
i−1] = [F
′]
dans K ′(CHtf (k)). ✷
3.2 Nombre de points rationels
Avant de passer aux cas des champs spe´ciaux et a` notre the´ore`me principal,
signalons le fait suivant qui montre que le groupe de Grothendieck K ′(CHtf (k))
est non trivial et qu’il mesure bien la taille des champs d’Artin. Pour cela nous
allons montrer qu’il factorise l’invariant nombre de points rationels sur un corps
fini.
Proposition 3.5 Supposons que k = Fq soit un corps fini.
1. Pour tout champ d’Artin fortement de pre´sentation finie F ∈ CHtf (k),
l’ensemble π0(F (k)) est fini. De plus, pour tout entier i > 0 et tout
x ∈ π0(F (k)), le groupe πi(F (k), x) est fini.
2. L’application
µ : Z[CHtf (k)] −→ Q
de´finie par
µ([F ]) := Σx∈pi0(F (k))
∏
i>0
|πi(F (k), x)|
(−1)i ,
(pour F ∈ CHtf (k) et ou` |A| de´signe le cardinal d’un ensemble fini A) se
factorise en un morphisme d’anneaux
µ : K(CHtf (k)) −→ Q.
Preuve: (1) Il suffit de montrer que pour tout champ d’Artin fortement
de pre´sentation finie F l’ensemble π0(F (k)) est fini. En effet, pour un point
x ∈ F (k), on a
πi(F (k), x) ≃ π0(Ω
(i)
x F (k)),
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ou` Ω
(i)
x F est le i-e`me champ de lacets au point x. Comme Ω
(i)
x F est encore un
champ d’Artin fortement de pre´sentation finie le re´sultat pour π0 implique celui
pour les πi.
Soit donc F ∈ CHtf (k) et montrons que π0(F (k)) est fini. En appliquant
la proposition 2.4 on voit que l’on se rame`ne au cas ou` F est une gerbe. Soit
F −→ M(F ) =: M la projection de F sur son espace de modules. On dispose
d’un morphisme induit
F (k) −→M(k),
et donc pour tout point x ∈M(k) d’un suite exacte en homotopie
π0(F0(k)) // π0(F (k)) // M(k),
ou` F0 est la fibre homotopique de F −→ M en x. Comme M(k) est fini, ceci
montre que π0(F (k)) est fini si π0(F0(k)) l’est pour tout choix de x ∈ M(k).
On se rame`ne ainsi au cas ou` M = Spec k, ou encore ou` M(F ) = ∗. On peut
aussi clairement supposer que F (k) est non vide, et on choisit donc x ∈ F (k).
En appliquant le corollaire 2.9 on voit alors que les faisceaux πi(F, x) sont
repre´sentables par des espaces alge´briques de type fini sur k. Ceci a pour
conse´quence que le champ 1-tronque´ τ≤1F , qui est de la forme K(π1(F, x), 1),
est un champ d’Artin. Notons H le sche´ma en groupes π1(F, x), et H0 sa com-
posante neutre et re´duite. Par le the´ore`me de Lang, on sait que l’ensemble
simplicial K(H0, 1)(k) est connexe, et donc que le morphisme
π0(K(H, 1)(k)) −→ π0(K(H/H0, 1)(k))
est injectif. De plus, comme le sche´ma en groupes H/H0 =: K est fini, on peut
trouver un plongement K →֒ Gln. On a alors
K(K, 1) ≃ [X/Gln]
ou` X = Gln/K. Ainsi, le morphisme X −→ K(K, 1) est un Gln-torseur, et
donc le morphisme
X(k) −→ π0(K(K, 1)(k))
est surjectif. En particulier le membre de droite est fini, et on conclut que
l’ensemble π0(τ≤1F (k)) est lui-meˆme fini.
Pour conclure il nous reste a montrer que le morphisme naturel
F −→ τ≤1F
induit une injection
π0(F (k)) →֒ π0(τ≤1F (k)).
Pour cela il suffit de montrer que pour tout x ∈ π0(F (k)), l’ensemble simpli-
cial F>1(k), fibre homotopique du morphisme pre´ce´dent en l’image y de x, est
connexe. Soit donc F>1 le champ de´fini par
F>1 := F ×
h
τ≤1F
∗,
fibre en y du morphisme F −→ τeq1F . Le point x de´finit un morphisme z :
∗ −→ F>1.
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Lemme 3.6 Soit F un n-champ d’Artin fortement de pre´sentation finie muni
d’un point global x ∈ π0(F (k)). On suppose que M(F ) ≃ ∗ ainsi que π1(F, x) ≃
0. Alors l’ensemble simplicial F (k) est connexe.
Preuve du lemme: Remarquons que le corollaire 2.8 implique que F est un
gerbe totale. En particulier tous les tronque´s τ≤mF sont des champs d’Artin
fortement de pre´sentation finie.
Montrons cette proposition pour les n-champs avec n > 1 fixe´ (pour n < 2
il n’y a rien a` de´montrer). On raisonne alors par re´currence sur l’entier n.
Commenc¸ons par le cas n = 2. Par hypothe`se le champ F est de la forme
K(H, 2), pour H un sche´ma en groupes abe´liens de type fini. On a alors
π0(F (k), x) ≃ H
2
fppf (Spec k,H) = 0
car k est de dimension cohomologique 1 (voir [De-Ga] ou encore [To3, Cor. 3.2
(4)]).
Supposons maintenant que n > 2, et aussi que le lemme soit de´montre´ pour
tous les m-champs F avec m < n. On conside`re la troncation
F −→ τ≤n−1F,
et sa fibre homotopique au point x.
Fn −→ F.
Par hypothe`se, on a Fn ≃ K(H,n) pour un certain sche´ma en groupes abe´liens
H de type fini, et donc comme ci-dessus
π0(Fn(k), x) ≃ H
n
fppf (Spec k,H) = 0.
De plus, par induction on a aussi π0(τ≤n−1F (k)) = ∗. La suite longue d’homotopie
associe´e a` la fibration
Fn(k) // F (k) // τ≤n−1F (k),
et l’hypothe`se de re´currence montrent alors que F (k) est connexe. ✷
Le lemme permet de conclure que le morphisme
π0(F (k)) →֒ π0(τ≤1F (k))
est injectif, et donc que π0(F (k)) est fini par ce que l’on avait vu. Ceci termine
le point (1) de la proposition.
(2) Il faut ve´rifier que µ est compatible aux trois relations de´finissantK(CHtf ).
La premie`re est e´vidente. Soit F −→ F ′ est un g-e´quivalence. Elle induit une
e´quivalence
F (k) −→ F ′(k)
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qui est de plus Gal(k/k)-e´quivariante (au sens profini). En passant au points
fixes homotopiques (au sens profini) on trouve donc que le morphisme induit
F (k) ≃ F (k)hGal(k/k) −→ F ′(k) ≃ F ′(k)hGal(k/k)
est un e´quivalence. Ceci implique clairement que µ([F ]) = µ([F ′]), et donc que
la seconde relation est ve´rifie´e.
Il nous reste a` montrer que µ est compatible avec la troisie`me relation. Soit
F −→ F ′ une F0-fibration Zariski localement triviale. Il nous faut montrer que
µ([F ]) = µ([F ′]).µ([F0]). Le morphisme
π0(F (k)) −→ π0(F
′(k))
est clairement surjectif (a` cause de la Zariski locale trivialite´), et ses fibres
homotopiques sont toutes e´quivalentes a` F0(k). La suite longue en homotopie
associe´e au morphisme F (k) −→ F ′(k) implique alors facilement que l’on a
µ([F ]) = µ([F ′]).µ([F0])
(voir [To2] pour plus de de´tails). ✷
3.3 Anneau de Grothendieck des champs d’Artin spe´ciaux
Rappelons d’apre`s le corollaire 2.9 que pour tout champ d’Artin fortement de
pre´sentation finie F , tout corpsK, tout morphisme x : SpecK −→ F , le faisceau
πi(F, x) est repre´sentable par un sche´ma en groupes de type fini sur K.
De´finition 3.7 Un champ d’Artin F est spe´cial s’il est fortement de pre´sentation
finie et s’il satisfait aux deux conditions suivantes.
1. Pour tout corps K, tout point x ∈ F (K), et tout i > 0 le sche´ma en
groupes πi(F, x) est affine.
2. Pour tout corps K, tout point x ∈ F (K), et tout i > 1 le sche´ma en
groupes πi(F, x) est unipotent.
La sous-cate´gorie pleine de CHtf (k) forme´e des champs d’Artin spe´ciaux sera
note´e CHsp(k).
On note Z[CHsp(k)] le groupe abe´lien libre engendre´ par les classes d’isomorphismes
de CHsp(k). On de´finit alors le groupe de Grothendieck des champs d’Artin
spe´ciaux de manie`re analogue a` celle de la de´finition 3.2.
De´finition 3.8 Le groupe de Grothendieck des champs d’Artin spe´ciaux est le
quotient de Z[CHsp(k)] par les trois relations suivantes.
1. Pour F et F ′ dans CHsp(k) on a
[F
∐
F ′] = [F ] + [F ′].
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2. Pour toute g-e´quivalence F −→ F ′ dans CHsp(k), on a
[F ] = [F ′].
3. Soit F0 un champ qui est soit un sche´ma affine, soit un champ de la
forme K(Ga, n) pour un entier n > 0. Si F −→ F ′ dans CH
sp(k) est une
F0-fibration Zariski localement triviale, alors on a
[F ] = [F ′ × F0].
Ce groupe sera note´ K(CHsp(k)).
Comme pour le cas des champs d’Artin fortement de pre´sentation finie, le
produit direct fait de K(CHsp(k)) un anneau commutatif.
Bien entendu on dispose d’un morphisme naturel
K(CHsp(k)) −→ K(CHtf (k)).
De meˆme, soit V(k) la cate´gorie des varie´te´s sur k (i.e. des sche´mas de type fini
sur k), et Z[V(k)] le groupe abe´lien libre engendre´ par ses classes d’isomorphismes.
On de´finit alors le groupe de Grothendieck des varie´te´s de la fac¸on suivante.
De´finition 3.9 Le groupe de Grothendieck des varie´te´s est le quotient de Z[V(k)]
par les deux relations suivantes.
1. Pour X et Y dans V(k) on a
[X
∐
Y ] = [X ] + [Y ].
2. Pour toute g-e´quivalence X −→ Y dans V(k), on a
[X ] = [Y ].
Ce groupe sera note´ K(V(k)).
Le produit direct fait de K(V(k)) un anneau commutatif.
Le lecteur ve´rifiera a` l’aide du lemme 3.4 que lorsque k est de caracte´ristique
nulle K(V(k)) est isomorphe au groupe de Grothendieck des varie´te´s que l’on
rencontre habituellement dans la litte´rature, de´fini par l’unique relation
[X ] = [X − Y ] + [Y ]
pour tout sous-sche´ma ferme´ Y ⊂ X (voir [D-L]). Ceci dit, en caracte´ristique
positive cette unique relation n’est pas suffisante pour retrouver le groupeK(V(k))
de´finit ci-dessus.
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Noter aussi que l’analogue de la relation (3) des de´finitions 3.2 et 3.8 n’apparait
pas dans la de´finition de K(V(k)). Ceci s’explique par le fait que dans K(V(k)),
si X −→ Y est une fibration Zariski triviale de fibre Z alors on a toujours
[X ] = [Y ].[Z]. En effet, par stratification il suffit de montrer cela ge´ne´riquement
sur Y , mais dans ce cas on peut supposer que la fibration est triviale et c’est
alors imme´diat.
L’inclusion des varie´te´s dans les champs d’Artin spe´ciaux induit un mor-
phisme d’anneaux bien de´fini
j : K(V(k)) −→ K(CHsp(k)).
Nous noterons L := [A1], comme e´le´ment de K(V(k)) ou encore de K(CHsp(k))
(noter que j(L) = L). De meˆme, nous noterons 1 := [Spec k], comme e´le´ment
de K(V(k)) ou encore de K(CHsp(k)). On remarque que le morphisme
Spec k −→ K(Gln, 1)
est une Gln-fibration Zariksi localement triviale, et donc dans K(CH
sp(k)) on
a l’e´galite´
[K(Gln, 1)].[Gln] = [Spec k] = 1.
Ceci montre que [Gln] est inversible dans K(CH
sp(k)), et donc que toutes les
classes L et Li − 1 le sont aussi (voir le lemme 3.11 ci-dessous). On conside`re
alors l’anneaux localise´ en L et en tous les Li − 1 pour i > 0, et le morphisme
induit
j : K(V(k))[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ K(CH
sp(k)).
Notre the´ore`me principal est le suivant.
The´ore`me 3.10 Le morphisme
j : K(V(k))[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ K(CH
sp(k)).
est un isomorphisme.
La preuve de ce the´ore`me nous prendra un certain temps et nous y consacrons
le paragraphe suivant. Avant de nous y lancer signalons le fait suivant qui nous
sera utile par la suite.
Lemme 3.11 On a dans K(V(k)) l’e´galite´ suivante
[Gln] = L
n(n−1)
2 .
∏
0<i<n+1
(Li − 1).
En conse´quence le morphisme naturel
K(CHsp(k))[{[Gln]
−1}n>0] −→ K(CH
sp(k))[L−1, {(Li − 1)−1}i>0]
est un isomorphisme.
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Preuve: On de´montre l’e´galite´
[Gln] = L
n(n−1)
2 .
∏
0<i<n+1
(Li − 1)
par re´currence sur n. Pour n = 1 c’est e´vident. Pour n > 1, on conside`re
l’action naturelle de Gln sur A
n−{0}. Cette action est transitive et on dispose
donc d’un isomorphisme de sche´mas sur Spec k
An − {0} ≃ Gln/H,
ou` H est le stabilisateur de (1, 0, . . . , 0). Ainsi, le groupe H est le produit semi-
direct de Gln−1 par G
n−1
a . En particulier, pour tout sche´ma X le morphisme
naturel
H1zar(X,H) −→ H
1
fppf (X,H)
est un isomorphisme (Hilbert 90 et le fait que Gn−1a soit le faisceau en groupes
sous-jacent a` un faisceau cohe´rent). Le morphisme Gln −→ Gln/H est donc
une H-fibration Zariski localement triviale et l’on trouve donc
[Gln] = [H ].[Gln/H ] = L
n−1.[Gln−1].(L
n − 1).
On termine alors par re´currence. ✷
3.4 Preuve du the´ore`me 3.10
La preuve du the´ore`me 3.10 consiste a` re´duire successivement la cate´gorie CHsp(k),
sans changer son groupe de Grothendieck, en une chaine qui commence avec
CHsp(k) et qui finit avec V(k).
Pour commencer, une sous-cate´gorie pleine C est dite adapte´e si elle ve´rifie
les conditions suivantes.
1. V(k) ⊂ C
2. La sous-cate´gorie C est stable par sommes disjointes et produits finis.
3. Si F ∈ C alors tout sous-champ ouvert et tout sous-champ ferme´ de F est
dans C.
4. Soit F0 un champ qui est soit un sche´ma affine, soit un champ de la forme
K(Ga, n) pour un entier n > 0. Si F −→ F ′ est un morphisme de C qui
est une F0-fibration localement Zariski triviale, alors F0 ∈ C.
Pour une sous-cate´gorie pleine C ⊂ CHsp(k) adapte´e, nous noterons K(C) le
groupe quotient de Z[C] (le groupe abe´lien libre sur les classes d’isomorphismes
de C) par les trois relations suivantes.
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1. Pour F et F ′ dans C on a
[F
∐
F ′] = [F ] + [F ′].
2. Pour toute g-e´quivalence dans C F −→ F ′, on a
[F ] = [F ′].
3. Soit F0 un champ qui est soit un sche´ma affine, soit un champ de la forme
K(Ga, n) pour un entier n > 0. Si F −→ F ′ dans C est une F0-fibration
Zariski localement triviale, alors on a
[F ] = [F ′ × F0].
Noter que les relations (1) et (3) ont un sens car C est adapte´e. De plus,
l’inclusion naturelle C −→ CHsp(k) induit un morphisme d’anneaux
K(C) −→ K(CHsp(k)).
Plus ge´ne´ralement, pour deux sous-cate´gories adapte´es C ⊂ C′, le foncteur
d’inclusion induit un morphisme d’anneaux
K(C) −→ K(C′).
Un lemme cle´ que nous utiliserons tout au long de la preuve est le suivant.
Lemme 3.12 Soit C ⊂ C′ deux sous-cate´gories pleines et adapate´es de CHsp(k).
On suppose que pour tout sche´ma affine X, et toute X-fibration Zariski locale-
ment triviale f : F −→ F ′ dans C′, il existe un sous-champ ferme´ F ′0 ( F
′
avec
F ′ − F ′0 ∈ C F ×
h
F ′ (F
′ − F ′0) ∈ C.
Alors le morphisme d’inclusion
K(C) −→ K(C′)
est un isomorphisme.
Preuve: On de´finit un inverse
φ : K(C′) −→ K(C)
de la fac¸on suivante. Pour F ∈ C′, on peut trouver une suite de´croissante de
sous-champs ferme´s
∅ = Fr+1 ⊂ Fr ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ F0 = F
tel que chaque champ Fi − Fi+1 soit dans C (on applique l’hypothe`se a` X =
Spec k). On pose
φ([F ]) := Σi[Fi − Fi+1].
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Il faut montrer que ceci est bien de´fini, c’est a` dire compatible avec les rela-
tions qui de´finissent K(C′) et K(C′). Pour les deux premie`res relations ceci est
imme´diat. La troisie`me relation est compatible grace a` l’hypothe`se (on remar-
quera que pour uneK(Ga, n)-fibration Zariski localement triviale F −→ F ′ avec
n > 0, les sous-champs ouverts de F ′ sont en correspondance avec ceux de F ).
Enfin, on ve´rifie facilement que φ est l’inverse cherche´. ✷
Soit C1 la sous-cate´gorie pleine de CH
sp(k) forme´e des champs de F tel qu’il
existe un espace alge´briqueX , un entier r ≥ 0 et un Glr-torseurX −→ τ≤1F (on
posera Gl0 := Spec k). C’est une sous-cate´gorie adapte´e. Notons que si F ∈ C1
alors le 1-champ τ≤1F est e´quivalent au champ quotient [X/Glr], et donc est
un 1-champ d’Artin. Noter aussi que d’apre`s le the´ore`me de Hilbert 90, tout
Glr-torseur entre champs est une Glr-fibration Zariski localement triviale.
Lemme 3.13 Le morphisme
K(C1) −→ K(CH
sp(k))
est un isomorphisme.
Preuve: Pour pouvoir appliquer le lemme 3.12 il nous suffit de montrer que
pour F ∈ C1, il existe un sous-champ ferme´ F0 de F tel que F − F0 ∈ C1. En
effet, supposons que ceci soit le cas. Alors, si f : F −→ F ′ est une X-fibration
localement Zariski triviale avec X un sche´ma affine, on ve´rifie facilement que
le morphisme induit τ≤1F −→ τ≤1F ′ est encore une X-fibration localement
Zariski triviale. De ceci on de´duit que F est dans C1 si F ′ l’est, et donc que les
conditions du lemme 3.12 sont ve´rifie´es.
Montrons donc que pour F ∈ C1, il existe un sous-champ ferme´ F0 de F tel
que F − F0 ∈ C1. En remplac¸ant F par son sous-champ re´duit on voit que l’on
peut supposer que F est re´duit. Il s’agit alors de trouver un ouvert non-vide U
de F tel que U ∈ C1. Par le corollaire 2.8 on voit aussi que l’on peut supposer
que F est une gerbe totale, et en particulier que τ≤1F est un 1-champ d’Artin.
Comme ce que l’on cherche a` montrer ne concerne que le tronque´ τ≤1F on peut
tout simplement supposer que F = τ≤1F (i.e. que F est 1-tronque´).
On conside`re la projection
F −→M(F ) =M.
On restreint ce morphisme a` un point ge´ne´rique SpecK de M , et on trouve une
gerbe F0 au-dessus de SpecK. Il existe une extension finie K
′ de K, tel que
le champ F0 ×hSpecK SpecK
′ soit de le forme K(G′, 1), ou` G′ est un sche´ma en
groupes affine et de type fini sur K ′. On choisit alors une immersion ferme´e de
sche´mas en groupes sur K ′
i : G′ →֒ Glr′ .
Le morphisme i de´finit un fibre´ vectoriel E de rang r′ sur K(G′, 1). Le mor-
phisme
p : K(G′, 1) −→ F0
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e´tant fini et plat, f∗(E) est un fibre´ vectoriel sur F0, de rang disons r. Le Glr-
torseur associe´ de´fini un morphisme de champs X0 −→ F0. Par construction
on peut voir que X0 est 0-tronque´ (car i est un monomorphisme), et donc que
c’est un espace alge´brique.
Maintenant, commeK(Glr, 1) est un champ localement de pre´sentation finie,
le Glr-torseur X −→ F0 s’e´tend en un Glr-torseur X −→ F ×hM U , pour un
ouvert non-vide U de M . En choisissant U assez petit on peut aussi faire en
sorte que X soit un espace alge´brique. ✷
Notons C2 la sous-cate´gorie pleine de C1 forme´e des champs F tels que pour
tout sche´ma affine X et tout point x ∈ F (K), les faisceaux πi(F, x) sur X soient
repre´sentables par des sche´mas en groupes plats sur X . C’est une sous-cate´gorie
adapte´e.
Lemme 3.14 Le morphisme
K(C2) −→ K(C1)
est un isomorphisme.
Preuve: C’est une application du lemme cle´ 3.12 et du corollaire 2.8. ✷
Soit C3 la sous-cate´gorie pleine de C2 forme´e des champs F tels que le mor-
phisme naturel F −→ τ≤1F soit un isomorphisme (i.e. forme´e des 1-champs
d’Artin). C’est une sous-cate´gorie adapte´e.
Lemme 3.15 Le morphisme d’inclusion
K(C3) −→ K(C2)
est injectif.
Preuve: Nous allons construire une morphisme
φ : K(C2) −→ K(C3)
et montrer que c’est une retraction.
Soit F ∈ C2, et conside´rons le morphisme naturel F −→ τ≤1F . Ce mor-
phisme est relativement simplement connexe, et donc on peut de´finir des fais-
ceaux en groupes abe´liens πi(F ) sur τ≤1F . Ces faisceaux sont tels que pour tout
sche´ma affine X et tout morphisme x : X −→ F , la restriction de πi(F ) sur X
soit naturellement isomorphe au faisceau πi(F, x). En particulier on voit que les
πi(F ) sont des sche´mas en groupes plats et unipotents sur τ≤1(F ). Ils posse`dent
donc une dimension relative localement constante, et on peut donc e´crire τ≤1F
comme une re´union disjointe de sous-champs ouverts et ferme´s τ≤1Fα ⊂ τ≤1F
tel que chaque sche´ma en groupes πi(F ) sur τ≤1Fα soit de dimension relative
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constante e´gale a` βF,αi (par la suite on verra β
F,α
i comme la valeur d’une fonction
βFi localement constante sur τ≤1F ). On pose alors
φ([F ]) :=
∑
α
[τ≤1Fα].
∏
i>1
.L(−1)
i.βF,α
i ∈ K(C3).
Il est imme´diat de ve´rifier que φ ainsi de´fini est compatible avec la relation
(1) de la de´finition 3.8. Soit f : F −→ F ′ une g-e´quivalence. On voit que pour
tout corps alge´briquement clos K et tout point x ∈ F (K), le morphisme induit
πi(F, x)(K) ≃ πi(F (K), x) −→ πi(F
′, f(x))(K) ≃ πi(F
′(K), f(x))
est un isomorphisme. Ceci implique clairement que les sche´mas en groupes
πi(F, x) et πi(F
′, f(x)) ont meˆme dimension. On peut ainsi e´crire F ′ comme
re´union disjoint
∐
α F
′
α, et de meˆme F ≃
∐
α Fα avec Fα ≃ F ×
h
F ′ F
′
α, tel que
βF,αi = β
F ′,α
i pour tout i > 1. Comme de plus le morphisme induit τ≤1F −→
τ≤1F
′ est une g-e´quivalence, ceci implique clairement que φ([F ]) = φ([F ′]). On
voit donc que φ est aussi compatible avec la relation (2) de la de´finition 3.8.
Montrons enfin que φ est aussi compatible avec la relation (3). Soit F0
un champ qui est soit K(Ga, n) pour un n > 0, soit un un sche´ma affine, et
soit f : F −→ F ′ une F0-fibration Zariski localement triviale dans C2. Dans
le cas ou` F0 est un sche´ma affine on voit facilement que l’on a une e´qualite´
f∗(βF
′
i ) = β
F
i pour tout i > 1. Comme de plus le morphisme induit τ≤1F −→
τ≤1F
′ est une F0-fibration Zariski localement triviale ceci implique que φ([F ]) =
φ([F0]).φ([F
′]).
Supposons maintenant que F0 soit de la forme K(Ga, n) pour n > 1, ce qui
implique que τ≤1F ≃ τ≤1F
′. En utilisant la relation (1) de la de´finition 3.8 on
peut supposer que F et F ′ sont tous deux connexes. On note alors simplement
βi la valeur de β
F
i et β
′
i la valeur de β
F ′
i . La suite exacte longue en homotopie
montre que pour i 6= n, n + 1, le morphisme induit πi(F ) −→ πi(F ′) est un
isomorphisme. Ceci implique que pour i 6= n, n+ 1 on a βi = β′i. De plus, on a
une suite exacte longue de faisceaux en groupes abe´liens sur τ≤1F ≃ τ≤1F ′
0 // πn+1(F ) // πn+1(F ′) // Ga
u // πn(F ) // πn(F ′) // 0.
Rappelons que la dimension des fibres des πi(F ) et des πi(F
′) est constante.
Ainsi, suivant que le morphisme u est nul ou pas, on voit que l’on a deux cas,
ou bien
β′n+1 = βn+1 + 1 β
′
n = βn,
ou bien
β′n+1 = βn+1 βn = β
′
n + 1.
Dans tous les cas ceci implique que l’on a
φ([F ]) = φ([F ′]).L(−1)
n
= φ([F ′ ×K(Ga, n)]).
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Il nous reste le cas ou` F0 = K(Ga, 1). On dispose alors d’une suite exacte de
faisceaux sur τ≤1F
0 // π2(F ) // f∗(π2(F ′))
δ // Ga × τ≤1F.
Ainsi, comme les dimensions relatives de π2(F ) et π2(F
′) sont constantes on
voit que ou bien le morphisme δ est surjectif, ou bien l’image de δ est fibres a`
fibres un sous-groupe de dimension nulle de Ga. Dans le premier cas, on a
β2 = β
′
2 − 1 βi = β
′
i ∀ i 6= 2
et τ≤1F ≃ τ≤1F ′. Ceci implique clairement que φ([F ]) = φ([F0]).φ([F ′]). Dans
le second cas on a βi = β
′
i pour tout i > 1, et donc il nous suffit de voir que
[τ≤1F ] = [τ≤1F
′].L(−1) dans K(C3)[L−1]. Pour cela notons que τ≤1F −→ τ≤1F ′
est un morphisme de 1-champs d’Artin tel que pour tout sche´ma affine X et
tout point x : X −→ F ′, le champ F ×hF ′ X est, localement sur X , e´quivalent
comme champ sur X a` un champ de la forme K(H, 1), avec H un sche´ma en
groupes sur X , a` fibres unipotentes connexes et de dimension 1. Ceci implique
que, tout au moins sur un ouvert non vide de τ≤1(F
′) (ce qui suffit par un
argument de stratification), que le morphisme τ≤1F −→ τ≤1F ′ est uneK(Ga, 1)-
fibration Zariski localement triviale. Ainsi, on a [τ≤1F ] = [τ≤1F
′].[K(Ga, 1)] =
[τ≤1F
′].L(−1). Ceci termine la de´monstration du fait que φ soit compatible avec
la relation (3) de la de´finition 3.8, et donc qu’il de´finisse un morphisme
K(C2) −→ K(C3).
Par construction φ est une re´traction du morphisme d’inclusion
i : K(C3) −→ K(C2).
✷
Lemme 3.16 Le morphisme d’inclusion
i : K(C3) −→ K(C2)
est surjectif.
Preuve: Soit donc F ∈ C2 (que l’on peut supposer re´duit). Soit X −→ τ≤1F
un Glr-torseur avec X un espace alge´brique. On pose FX := F ×
h
τ≤1F
X . Alors,
le morphisme FX −→ F est un Glr-torseur, et donc une Glr-fibration Zariski
localement triviale. Ainsi on a [F ] = [FX ].[Glr]
−1 dans K(C2). On voit ainsi
que l’on peut remplacer F par FX , ou` encore ce qui revient au meˆme supposer
que F est une gerbe totale avec τ≤1F ≃M(F ) =:M .
On suppose maintenant que F est un n-champ d’Artin, et on montre par
re´currence sur n que [F ] est dans l’image du morphisme i. Pour n = 0, 1 c’est
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e´vident car F ∈ C3. Supposons donc n > 1, et que pour tout (n − 1)-champ
F ∈ C2, [F ] soit dans l’image de i. On conside`re le morphisme naturel
p : F −→ τ≤n−1F.
C’est un fibration localement triviale pour la topologie fppf de fibre e´quivalente
a` K(H,n), ou` H = πn(F ) est un sche´ma en groupes abe´liens plats et unipotent
sur M(F ) = M . Sur un ouvert Zariski U non vide de M , il existe une suite
exacte courte de sche´mas en groupes sur M
0 // Hred // H // K // 0,
ou` Hred est re´duit, et K := H/Hred est plat et de dimension relative nulle sur
M . En stratifiant F si ne´cessaire on supposera donc qu’une telle suite exacte
existe sur M . On pourra aussi, et c’est ce que nous ferons, supposer que le
groupe Hred posse`de une fitration
H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hr = Hred,
par des sous-groupes plats sur M et telle que chaque quotient Hi/Hi−1 soit
isomorphe, comme sche´ma en groupes sur M , a` Ga ×M .
Maintenant, la fibration p est classifie´e par une classe dansHn+1fppf (τ≤n−1F,H),
et entre donc dans un diagramme homotopiquement carte´sien
F //

τ≤n−1F

M // K(H,n+ 1).
En composant avec le morphisme naturel H −→ K, on trouve un autre dia-
gramme homotopiquement carte´sien
F ′ //

τ≤n−1F

M // K(K,n+ 1).
Il existe de plus un morphisme naturel F −→ F ′, qui est une fibration en
K(Hred, n), et il existe donc un diagramme homotopiquement carte´sien
F //

F ′

M // K(Hred, n+ 1).
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En composant avec les quotients successifs H −→ H/Hi, on de´finit des champs
Fi par des diagrammes homotopiquement carte´siens
Fi //

F ′

M // K(H/Hi, n+ 1).
De plus, il existe des morphismes naturels Fi−1 −→ Fi qui sont des fibrations lo-
calement triviales en K(Ga, n). Ainsi, en utilisant la relation (3) de la de´finition
3.8 on trouve dans K(C2)
[Fi−1] = [Fi].[K(Ga, n)] = [Fi].L
(−1)n .
Par re´currence sur i ceci donne
[F ] = [F ′].L(−1)
n.d,
ou` d est la dimension relative de H surM . Ainsi, on peut supposer que F = F ′,
et donc que H est un groupe fini unipotent et plat sur M .
Mais pour tout corps K alge´briquement clos on a pour tout i > 0
πi(K(H,n)(K)) ≃ H
n−i
fppf (SpecK,H) ≃ 0.
Ainsi, l’ensemble simplicial K(H,n)(K) est contractile, et donc le morphisme
F −→ τ≤n−1F est une g-e´quivalence. On a donc [F ] = [τ≤n−1F ] dans K(C2),
ce qui termine la preuve du lemme. ✷
Soit C4 la sous-cate´gorie pleine de C3 forme´e des espaces alge´briques
Lemme 3.17 Le morphisme d’inclusion
K(C4)[L
−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ K(C3)
est un isomorphisme.
Preuve: Rappelons que C3, qui par de´finition est une sous-cate´gorie de C1,
est la cate´gorie des 1-champs d’Artin F tel qu’il existe une espace alge´brique X
et un Glr-torseurX −→ F , ou de manie`re e´quivalente tel que F soit e´quivalent a`
un champ quotient [X/Glr] pour un certain espace alge´briqueX et une certaine
action de Glr sur X . On construit alors un morphisme
φ : K(C3) −→ K(C4)[L
−1, {(Li − 1)−1}i>0]
en posant φ([F ]) = [X ].[Glr]
−1 (cette formule a un sens grace au lemme 3.11).
On remarque facilement que cette de´finition est inde´pendant du choix du Glr-
torseur X −→ F (a` l’aide de la relation (3) de la de´finition 3.8).
Il nous faut montrer que φ ainsi de´fini est compatible aux trois relations de
la de´finition 3.8. La premie`re est e´vidente. Soit f : F −→ F ′ une g-e´quivalence
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dans C3. On choisit un Glr-torseur X ′ −→ F ′ avec X ′ un espace alge´brique, et
on conside`re le carre´ homotopiquement carte´sien suivant
F // F ′
Y //
OO
X ′
OO
Le morphisme Y −→ F est toujours un Glr-torseur, mais Y n’est peut-eˆtre
pas un espace alge´brique. On choisit donc un Gls-torseur X −→ F avec X un
espace alge´brique, et on conside`re Z := X×hF Y . Le morphisme naturel Z −→ X
est un Glr-torseur, et donc Z est un espace alge´brique. De plus le morphisme
Z −→ Y est un Gls-torseur. Enfin, comme le morphisme Y −→ X ′ est une
g-e´quivalence, on trouve dans K(C4)[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] l’e´galite´ suivante
[X ′].[Glr]
−1 = [Y ].[Glr]
−1 = [Z].[Gls]
−1.[Glr]
−1 = [X ].[Gls]
−1.
Ceci implique bien que φ([F ]) = φ([F ′]). Il nous reste donc a` ve´rifier que φ est
compatible avec la relation (3) de la de´finition 3.8. Pour cela, soit F −→ F ′ une
F0-fibration Zariski localement triviale, avec F0 qui est soit un sche´ma affine X
soit K(Ga, 1) (noter que comme F et F
′ sont des 1-champs on ne peut pas avoir
une fibration en K(Ga, n) pour n > 1). Commenc¸ons par le cas ou` F0 est un
sche´ma affine Z. Soit X ′ −→ F ′ un Glr-torseur avec X ′ un espace alge´brique,
et X := X ′×hF ′ F −→ F le Glr-torseur induit. Comme le morphisme X −→ X
′
est une Z-fibration Zariski localement triviale on voit que X est un espace
alge´brique. Ainsi, on trouve
[X ].[Glr]
−1 = [Z].[X ′].[Glr]
−1,
ce qui montre que φ([F ]) = φ([F ′]).φ([Z])). Passons au cas ou` F0 est K(Ga, 1).
Notons encore X ′ −→ F ′ un Glr-torseur avec X ′ un espace alge´brique et
Y := X ′ ×hF ′ F . Le morphisme Y −→ F est un Glr-torseur, et Y −→ X
′
est une K(Ga, 1)-fibration Zariski localement triviale. Soit X −→ F un Gls-
torseur, et Z := X ×hF Y . Alors, comme pre´ce´demment on voit que Z est
un espace alge´brique et que Z −→ Y est un Gls-torseur. Soit X
′
i ⊂ X
′
une suite de´croissante de sous-espaces alge´brique ferme´s de X ′ tel que pour
Vi = X
′
i −X
′
i−1 le champ Yi := Y ×
h
X′ Vi soit e´quivalent au-dessus de Vi a` la
projection Vi×K(Ga, 1). Posons alors Zi := Z×hY Yi etWi := Z×
h
Y Vi. Alors les
morphismes Wi −→ Vi sont des Gls-torseurs entre espaces alge´briques. D’autre
part les morphismes Wi −→ Zi sont des Ga-torseurs entre espaces alge´brique.
Ainsi, on trouve les e´galite´s suivantes dans K(C4)[L−1, {(Li − 1)−1}i>0]
[X ].[Gls]
−1 = [Z].[Glr]
−1.[Gls]
−1 = Σi[Zi].[Glr]
−1.[Gls]
−1 = Σi[Wi].L
−1.[Glr]
−1.[Gls]
−1
= Σi[Vi].L
−1.[Glr]
−1 = [X ′].[Glr]
−1.L−1.
En d’autres termes on trouve
φ([F ]) = φ([F ′]).L−1.
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Ceci est presque ce que l’on cherche a` de´montrer, pour finir il nous reste encore
a` remarquer que φ([K(Ga, 1)]) = L
−1. Pour cela, soit Ga ⊂ Gl2 le sous-groupe
des matrices triangulaires supe´rieures avec des 1 sur la diagonale. Si l’on pose
X = Gl2/Ga, le morphisme naturel X −→ K(Ga, 1) est un Gl2-torseur. On
trouve donc φ([K(Ga, 1)]) = [X ].[Gl2]
−1. Cependant, le morphisme Gl2 −→ X
est un Ga-torseur, et donc une Ga-fibration Zariski localement triviale. On a
donc bien φ([K(Ga, 1)]) = [X ].[Gl2]
−1 = [Ga]
−1.[Gl2].[Gl2]
−1 = L−1.
Nous en avons fini avec le fait que φ soit compatible aux relations (1), (2)
et (3) de la de´finition 3.8, et donc avec le fait que φ soit bien de´fini. De plus, il
est clair que le morphisme φ est une re´traction du morphisme d’inclusion
K(C4)[L
−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ K(C3).
Enfin, pour tout F ∈ C3, soitX un espace alge´brique etX −→ F un Glr-torseur.
Alors, on a dans K(C3)[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] l’e´galite´ [F ] = [X ].[Glr]−1. Ceci
montre que le morphisme d’inclusion est surjectif et donc que c’est un isomor-
phisme. ✷
Notons enfin C5 = V(k) la sous-cate´gorie pleine forme´e des sche´mas de type
fini sur k. Le lemme 3.12 implique que le morphisme d’inclusion
K(V(k)) −→ K(C4)
est un isomorphisme. Ainsi, les lemmes 3.13, 3.14, 3.15, 3.16 et 3.17 mis bout a`
bout montrent que le morphisme d’inclusion
K(V(k))[L−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ K(CH
sp(k))
est un isomorphisme. Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me 3.10.
3.5 Invariants nume´riques des champs d’Artin spe´ciaux
Une autre fac¸on d’e´noncer le the´ore`me 3.10 est la suivante.
Corollaire 3.18 Soit A un anneau commutatif et
χ : Iso(V(k)) −→ A
une application des classes d’isomorphismes de varie´te´s sur k vers A qui ve´rfie
les conditions suivantes.
1.
χ(X
∐
Y ) = χ(X) + χ(Y )
2.
χ(Spec k) = 1
3.
χ(X × Y ) = χ(X).χ(Y )
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4. Pour toute g-e´quivalence g : X −→ Y on a χ(X) = χ(Y ).
5. Les e´le´ments χ(A1) et χ(Ai − {0}) pour i > 0 sont inversibles dans A.
Alors, il existe une extension de χ en une application
χ : Iso(CHsp(k)) −→ A.
Cette extension est de plus unique si elle satisfait les conditions suivantes.
1.
χ(F
∐
F ′) = χ(F ) + χ(F ′)
2.
χ(F × F ′) = χ(F ).χ(F ′)
3. Pour toute g-e´quivalence g : F −→ F ′ on a χ(F ) = χ(F ′).
4. Pour tout F0 qui est soit un sche´ma affine, soit de la forme K(Ga, n) avec
n > 1, et toute F0-fibration Zariski localement triviale, on a
χ(F ) = χ(F0).χ(F
′).
Le corollaire pre´ce´dent permet de construire de tre`s exemples de morphismes
d’anneaux χ : K(CHsp(k)) −→ A, et donc de tre`s nombreux invariants de
champs spe´ciaux. En effet, on connait beaucoup d’exemples de morphismes
d’anneaux
χ : K(V(k)) −→ A
qui rendent L et les Li − 1 inversibles. Citons les exemples suivants.
Se´ries et nombres de Hodge: Supposons que k = C. Alors il existe un
morphisme d’anneaux
PH : K(V(k)) −→ Z[u, v],
de´termine´ par la proprie´te´ que pour X une varie´te lisse et projective sur k on
ait
PH(X)(u, v) = Σp,q(−1)
p+qDimHp(X,ΩqX)u
pvq
(voir [D-L]). Noter que l’on a
PH(A
1) = PH(P
1)− PH(Spec k) = 1 + uv − 1 = uv.
De meˆme, on a pour i > 0
PH(L
i − 1) = (uv)i − 1.
Ainsi, le the´ore`me 3.10 nous dit que le morphisme
PH : K(V(k)) −→ Z[[u, v]][u
−1, v−1]
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qui se factorise en un morphisme
PH : K(V(k))[L
−1, {(Li − 1)−1}i>0] −→ Z[[u, v]][u
−1, v−1]
s’e´tend de fac¸on unique en un morphisme d’anneaux
PH : K(CH
sp(k)) −→ Z[[u, v]][u−1, v−1].
De´finition 3.19 Pour un champ d’Artin spe´cial F , la se´rie de Hodge de F est
la se´rie de Laurent en deux variables
PH([F ])(u, v) = Σp,qh
p,q(F )upvq ∈ Z[[u, v]][u−1, v−1].
Les nombres entiers hp,q(F ) sont appele´s les nombres de Hodge de F .
Caracte´ristique d’Euler motivique: Supposons maintenant que k soit de car-
acte´ristique nulle. Notons CMot(k) la cate´gorie des motifs de Chow sur k.
En utilisant la re´solution des singularite´s on peut consrtuire un morphisme
d’anneaux
χmot : K(V(k)) −→ K(CMot(k)),
ou`K(CMot(k)) est le groupe de Grothendieck de la cate´gorie additive CMot(k)
(voir [G-S]). Notons que χmot(L) = [L], avec L = h
2(P1) le motif de Lefschetz,
et est donc un objet inversible de la cate´gorie des CMot(k). Ainsi, le the´ore`me
3.10 nous dit que le morphisme
χmot : K(V(k)) −→ K(CMot(k))[{(L
i − 1)1}i>0],
se factorise en un morphisme d’anneaux
χmot : K(CH
sp(k)) −→ K(CMot(k))[{(Li − 1)1}i>0].
De´finition 3.20 Pour un champ d’Artin spe´cial F , la caracte´ristique d’Euler
motivique F est χmot([F ]) ∈ K(CMot(k))[{(L
i − 1)1}i>0]. Elle sera note´e
χmot(F ).
En appliquant plusieurs foncteurs de re´alisations on trouve ainsi de nom-
breux invariants pour les champs d’Artin spe´ciaux. Par exemple, les nombres
de Hodge de la de´finition 3.8 peuvent eˆtre extraits de la re´alisation de χmot(F )
dans le groupe de Grothendieck des structures de Hodge pures.
Caracte´ristique d’Euler l-adique et formule des traces: Soit k = Fq un corps
fini. Pour une varie´te´ X sur k, on peut conside´rer ses groupes de cohomologie
a` support compact Hic(X,Ql), qui sont des Ql-espaces vectoriels munis d’une
action continue de Gal(k/k) ≃ Zˆ, c’est a` dire muni d’un automorphisme (on
choisira le Frobenius ge´ome´trique). Les valeurs propres du Frobenius ope´rant
sur Hic(X,Ql) sont des nombres de Weil relatif a` q (i.e. sont des nombres
alge´briques α tel que pour tout plongement complexe on ait |α| = q
n
2 pour un
entier n). On notera W (k) la cate´gorie abe´lienne des Ql-espaces vectoriels de
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dimension finie munis d’un automorphisme dont les valeurs propres sont des
nombres de Weil (relatif a` q). Cette cate´gorie est une cate´gorie tensorielle, et
meˆme Tannakienne. On conside`re alors Σi(−1)i[Hic(X,Ql)] qui est un objet
dans l’anneau de Grothendieck K(W (k)). L’application
V(k) −→ K(W (k))
qui a` X associe Σi(−1)i[Hic(X,Ql)] se factorise en un morphisme d’anneaux
χl : K(V(k)) −→ K(W (k)).
De plus, χl(L) = Ql(1), ou` Ql(1) est de rang 1 et l’action du Frobenius est
donne´e par mutiplication par q (il s’agit donc d’un e´le´ment inversible). Par le
the´ore`me 3.10 on trouve ainsi un morphisme d’anneaux
χl : K(CH
sp(k)) −→ K(W (k))[{[Ql(i)− 1]
−1}i>0],
ou` Ql(i) est de rang 1 et l’action du Frobenius est donne´e par mutiplication par
qi.
De´finition 3.21 Pour un champ d’Artin spe´cial F , la caracte´ristique d’Euler
l-adique (a` support compact) de F est χl(F ) ∈ K(W (k))[{(Ql(i) − 1)−1}i>0].
Elle sera note´e χl(F ).
A tout objet V de W (k), on peut associe´ la trace du Frobenius ge´ome´trique,
ce qui donne un morphisme d’anneaux
TrFr : K(W (k)) −→ Ql,
qui est tel que TrFr([Ql(1)]) = q et TrFr([Ql(i)− 1]) = qi− 1 soient inversibles.
On obtient ainsi un morphisme d’anneaux
TrFr ◦ χl : K(CH
sp(k)) −→ Ql.
La proposition suivante est une formule des traces pour les champs d’Artin
spe´ciaux. C’est un cas particulier d’une formule beaucoup plus ge´ne´rale valable
pour tout champ d’Artin fortement de pre´sentation finie (voir [To-Va-Ve]).
Proposition 3.22 Pour tout F ∈ CHsp(k), on a
TrFr(χl(F )) := µ(F ),
ou` µ(F ) est le nombre de points rationels de F de´fini dans la proposition 3.5.
Preuve: D’apre`s le corollaire 3.18 il suffit de voir que l’e´galite´
TrFr(χl(F )) := µ(F )
est vraie lorsque F est une varie´te´. Mais ceci n’est autre que la formule des
traces de Grothendieck. ✷
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